ASPECTE PRIVIND STUDIUL MISCARII BIDIMENSIONALE
CU AJUTORUL FUNCTIEI MODUL

Autor: Alexandru TOFAN !
tofualess@gmail.com

Coordonatori: Sef lucr.dr. ing Rizvan Bogdan ITU 2, Lector univ. dr. Mihaela TOMESCU ?

! Universitatea din Petrosani, Facultatea de I M.E., Ingineria traficului si transporturilor, anul I
2 Universitatea din Petrosani, Facultatea de I M.E
3 Universitatea din Petrosani, Facultatea de Stiinte

Rezumat

Dacd miscarea punctului (sau corpului) este in cele doud dimensiuni, atunci se spune ca este miscare
bidimensionala. In lucrare se prezinta aspecte privind studiul miscarii bidimensionale cu ajutorul functiei modul, si care
presupune familiaritatea cu cinematica unidimensionald, deoarece extinde aceleasi concepte intr-un spatiu
bidimensional.

Cuvinte cheie
Miscare bidimensionala, functie modul

1. Introducere
Pentru a oferi o descriere completd a cinematicii, trebuie sd exploram miscarea in doua si trei dimensiuni. La
urma urmei, majoritatea obiectelor din universul nostru nu se misca in linii drepte; mai degraba ele urmeaza traiectorii
curbe (curbilinii). Miscarea intr-o dimensiune ne-a oferit o baza pe care sd construim, deoarece conceptele de pozitie,
deplasare, viteza si acceleratie definite intr-o dimensiune pot fi extinse la doua si trei dimensiuni. Deplasarea si viteza in
douad sau trei dimensiuni sunt extensii directe ale definitiilor unidimensionale.
In lucrare cu ajutorul functiei modul se pot studia si miscarile bidimensionale ale unui punct, in planul xOy.

2. Functia modul
O functie este o relatie care asociaza fiecarui element dintr-o multime (domeniul) un singur element dintr-o alta

(posibil din aceeasi) multime (codomeniul). Notiunea de functie este fundamentald in aproape toate ramurile
matematicii si in toate stiintele exacte.

In matematici, modulul sau valoarea absoluti a unui numar real x, notat |x|, este numarul real luat firid semn
(astfel, de exemplu, 3 este valoarea absolutd a numerelor 3 si —3). In multimea numerelor complexe, modulul unui
numar este distanta dintre acesta si origine (numarul complex 0).

O definitie mai riguroasa a modulului unui numar real poate fi scrisa sub forma:

x, x>0
-4 m

—x, x<0’

Generalizari ale modulului sunt folosite in multe contexte matematice diferite. Existda modul definit pentru
grupuri, numere complexe, spatii vectoriale. Notiunea de modul este strans legata de cele de magnitudine, distantd sau
norma in diferite contexte matematice sau fizice.

Jean Robert Argand a introdus termenul de modul de unitate de masurd, in Franta in 1806 special pentru
complex valoare absoluta si a fost imprumutat in engleza in 1866, echivalent in Latina ,,modulus”.

Termenul de ,,valoare absolutd” a fost utilizat In acest sens inca din 1806 in Franta si din 1857 in Anglia. Notatia
a fost introdusa de catre Karl Weierstrass in 1841.

Pentru orice numar real a, valoarea absoluta sau modulul lui a
este notat | a| si este definit astfel: y = lx|

a, a=0
R @

—a, a<0’

Dupa cum se poate vedea in definitie, valoarea absolutd a lui a
este intotdeauna un numar pozitiv sau zero, dar niciodata negativ.

Din punctul de vedere al geometriei analitice, valoarea absoluta
a unui numar real este distanta fatd de originea axei reale si, mai

-3 -2 -1 0 1 2 2

general, valoarea absolutd a diferentei a doud numere reale este distanta
intre ele. Fig. 1. Graficul functiei modul
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Un spatiu bidimensional, spatiu cu doud dimensiuni sau 2-spatiu este un spatiu geometric in care sunt necesare
doud wvalori (numite coordonate) pentru a determina pozitia unui punct). Acesta este sensul informal al termenului
dimensiune. Multimea R? de perechi de numere reale cu structurd adecvata serveste adesea ca exemplu canonic al unui
spatiu euclidian bidimensional.

Spatiul bidimensional poate fi considerat drept o proiectie a universului fizic pe un plan. De obicei, este vazut ca
un spatiu euclidian, iar cele doud dimensiuni se numesc lungime si latime.

Mai tarziu, planul a fost descris intr-un asa-numit sistem de coordonate cartezian, un sistem de coordonate care
specifica fiecare punct dintr-un plan in mod unic, printr-o pereche de coordonate numerice, care sunt distantele cu semn
de la punct la doua drepte perpendiculare fixe, masurate cu aceeasi unitate de lungime. Fiecare dreapta de referinta este
numita axa de coordonate sau doar axa a sistemului, iar punctul in care se intalnesc este originea, de obicei la perechea
ordonata (0, 0). Coordonatele pot fi definite si ca pozitiile proiectiilor perpendiculare ale punctului pe cele doud axe,
exprimate ca distante cu semn péna la origine.

Ideea acestui sistem a fost dezvoltata in 1637 in scrierile lui Descartes si, independent de el, de Pierre de Fermat,
desi Fermat a lucrat si 1n trei dimensiuni si nu a publicat descoperirea. Ambii autori au folosit o singura axa in tratarile
lor si au o lungime variabild masurata in raport cu aceasta axa. Conceptul de utilizare a unei perechi de axe a fost
introdus mai tarziu, dupa ce La Géométrie de Descartes a fost tradusd in latind in 1649 de Frans van Schooten si

studentii sai. Acesti comentatori au introdus mai multe concepte care incercau sa clarifice ideile continute in lucrarea lui
Descartes.

3. Exemple de utilizare a functiei modul in miscarea bidimensionala
Exemplele tratate in continuare aratd cum se poate face acest studiu.
Exemplul 3.1
Se considera coordonatele unui punct mobil in planul xOy:

x=cosat|coswt|, y=sinwt, (1)

Se cere sa se determine traiectoria punctului si sa se descrie miscarea sa pe traiectorie pentru ¢ variind de la - oo
la + oo.

Rezolvare
Se elimina parametrul ¢ intre coordonatele punctului mobil:

r . .
-pentru 0<¢< - Avem cos wt €[1,0], deci cosat >0 si |cos wi| = cos wr .
o

Rezulta:
x=cos’ wt, y=sinat, 2)

Curba descrisa de punct este parabola:

Yy +x=1, 3)
- pentru Z<i<Z, coswr€[0,-1] deci cosax<0 si z
2w 0]
|cos a)t| =-—Ccoswt .
Rezulta:
x=—cos’ wt, y=sinat, 4)
Curba descrisa de punct este parabola:
yi-x=1, (5) Fig. 2. Diagrama pentru exemplul 3.1

Rezulta la fel:

l:ﬂ' 372'} N
-pentru te| —,— |, ¥y —x=1,
o 20

3w 7

-pentrute{2 },y2+x=1.

Punctul descrie o miscare pe o curba inchisa alcatuita din doua arce de parabola si anume 4 - B - C - D - 4,
fiecare fiind parcurs intr-o semiperioada in sensul aratat pe figura 2.

o o

Exemplul 3.2
Se considera coordonatele unui punct mobil in planul xOy:
! 1

X=—, =—, 1
-1 4 -1 M



Se cere sa se determine traiectoria punctului si sa se descrie miscarea sa pe traiectorie pentru ¢ variind de la - oo la

Rezolvare
Se elimina parametrul ¢ intre coordonatele punctului mobil; rezulta:
-pentru ¢ >0, || =¢ si deci:

1 t
X=—m0fH y=—o1, 2
-1 T T @
Curba descrisa este dreapta:
y—x=1, 3)
- pentru ¢ <0, |¢| =~ si deci:
1 —t
X=—-", y=—o1H, 4
-1 4 t—1 ¥
Curba descrisa este dreapta:
x+ y= -1 > (5)
Traiectoria si descrierea miscarii:
La ¢t = -0 din (2) rezulta:
lim —— =0, lim=—"=_1, (6)
o0t —1 . |

Mobilul pleaca deci la ¢ = - o din A(0, - 1) si merge catre B(- I, 0) unde ajunge la ¢ = 0. Aceasta rezulta atat din
(1) cat si din (2):

x(0)=-1, »(0)=0, (7)

Deplasarea de la A catre B s-a facut pe dreapta:
x+y=-1, (®)
pin B el se indreapta catre C(-oo, -o0) pe dreapta y - x = [ unde ajunge laorat =1 - ¢.
Intr-adevar, inlocuind in (1) ¢ = I - ¢ si ludnd limita pentru & — 0 rezulta:
1 1

=1 s lin%x:—oo
—-—&— & &>
; )
l-¢ 1-¢ 1 .
= =——=——+1 limy=-w
l-¢e-1 -¢ & €0

Din punctul C el sare in D(+o,; +0) pe aceeasi dreapta unde ajunge laorat =1 +¢.
Intr-adevér, inlocuind in (1) + = I + ¢ si luand limita pentru
g —0 avem

= ! =—, lin(} X =400
I+e-1 ¢ ’ (10)
1+¢ I+¢ 1 .
y= =——=—+1, limy=+w
I+e-1 £ £ £-0
Din D puncttil parcurge dreapta y - x = I indreptandu-se cétre
punctul £(0, 1) unde ajunge la ora ¢ = +oo.

Intr-adevar, din (1) avem:

1
x=——, limx=0
t—1 t—>+0
, 11
LS S an
t—1 1_1 t—>+o0
t Fig. 3. Diagrama pentru exemplul 3.2

Mobilul parcurge traiectoria in ordinea ABCDE (fig. 3).

Exemplul 3.3
Se cere sa se studieze miscarea punctului M ale carui coordonate sunt date de relatiile:

x=||t|—1|; y=||t|—2

5 (1)
pentru ¢ € (—oo, +o0)

Rezolvare
Intocmim tabela 3.1. de variatie a coordonatelor in ordine crescatoare a valorilor timpului, dupi care eliminim
parametrul ¢ intre coordonatele punctului mobil. Mersul mobilului este indicat in fig. 3.4 prin /, ..., 13.
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Fig. 4. Diagrama pentru exemplul 3.2

Tabelul 3.1. Miscarea punctului M(x,y)

Traiectorie

Nr. t X y sau
punct

1 —0 +00 1
2 | (=0, =2) | e+l ==(e+1) | t+2|==(t+2) | x—p-1=0 (4))
3 -2 +1 0 3
4 | (-2, -1 -1 r+2 x+y-1=0 (4,)
5 -1 0 1 5
6 (-1, 0) t+1 42 x—y+1=0 (A,)
7 0 1 2 7
8§ | (0, +1) t+1 142 x—y+1=0
9 +1 0 1 9=5
10 | (+1, +2) t-1 —1+2 x+y-1=0
11 +2 +] 0 11=3
12 | (+2, +x) t-1 ) x—y-1=0
13 +00 +00 +00 13

Concluzii

Prin exemplele rezolvate, prezentate in lucrare, s-a abordat problematica tipurilor de probleme intilnite in
mecanicd care folosesc in rezolvare pe langd metodele mecanicii si o serie de marimi i operatii matematice
corespunzitoare cunostintelor dobandite la aceastd disciplina.

Este evident, ca nu trebuie neglijat faptul ca pe primul plan se afla fenomenul mecanic, instrumentul matematic
constituind numai un auxiliar subordonat aspectului mecanic, chiar dacd manevrarea acestui instrument este mai dificila
datorita nivelului sdu.

Din parcurgerea acestor exemple rezultd in foarte multe cazuri ca transpunerea fenomenului mecanic este cu
mult usuratd de un instrument matematic adecvat, iar rezolvarea unor probleme se simplifica foarte mult.

bineinteles in limitele cunostintelor matematice dobandite.
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